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1. Вступ 
 
Технологічні процеси нагнітання газу в під-

земне сховище та процеси відбору газу супро-
воджуються інтенсивними вібраціями ліфтових 
колон свердловин (колон насосно-компресор-
них труб) [9]. Збурення динамічних явищ вини-
кає внаслідок дії на нижню частину колони 
струменів газу, який перебуває у турбулентно-
му русі. Це нерідко призводить до самовільного 
відкручування нижніх насосно-компресорних 
труб, внаслідок чого погіршується захист обса-
дної колони від абразивного зношування, де-
стабілізується режим роботи свердловини. Від-
кручені труби під час падіння на дно свердло-
вини виходять з ладу. Аналіз умов роботи на-
сосно-компресорних труб та їхніх різьбових 
з’єднань безпосередньо пов'язаний з дослі-
дженням коливань ліфтової колони. 

Питанням динаміки зануреної у свердло-
вину колони труб в літературі приділяється ве-
лика увага. Широко висвітлені, зокрема, ре-
зультати досліджень поздовжніх і крутильних 
коливань бурильних та ліфтових колон як пря-
мих стрижнів [5, 6, 8, 11]. Розглядаються також 
коливання бурильної колони з криволінійною 
віссю [2], аналіз яких здійснюється на основі 
теорії криволінійних стрижнів [1, 3, 10]. Як по-
казали одержані результати, вплив викривлення 
осі колони на її власні частоти і форми та на 
амплітуди поздовжніх і крутильних вимушених 
коливань є незначним. Однак, в процесі попе-
речних коливань ліфтової колони насосно-
компресорні труби взаємодіють зі стінкою све-
рдловини [9]. Ця механічна взаємодія суттєво 

залежить від викривлення осі свердловини і 
безпосередньо впливає на характер розподілу 
крутних моментів по довжині колони. Просто-
рові (поперечно-крутильні) коливання ліфтової 
колони є мало вивченими і потребують деталь-
нішого розгляду. 

Виходячи із сучасного стану проблеми, 
розробляється математична модель і алгоритм 
розрахунку поперечно-крутильних коливань 
ліфтової колони з урахуванням взаємодії насо-
сно-компресорних труб зі стінкою свердловини 
і досліджується вплив жорсткості віброізолято-
ра [7] на коливання ліфтової колони під час 
експлуатації свердловини підземного сховища 
газу. Розрахунок динамічного процесу викону-
ється методом скінченних елементів [4] з ура-
хуванням незначного просторового викривлен-
ня осі свердловини. Дослідження спрямовані на 
обґрунтування коефіцієнтів жорсткості вібро-
ізоляторів, застосування яких дало б можли-
вість суттєво зменшити рівні вібрацій насосно-
компресорних труб і забезпечити, за рахунок 
цього, працездатність ліфтових колон підзем-
них сховищ газу. 

 
2. Математична модель поперечно- 

крутильних коливань ліфтової колони 
 
Колону насосно-компресорних труб роз-

глядаємо як стрижень, що має в недеформова-
ному стані прямолінійну вісь, а в робочому 
стані – вісь, викривлену в просторі у зв’язку з 
криволінійністю осі свердловини. Елементарні 
ділянки насосно-компресорних труб під дією 
внутрішніх сил можуть вільно переміщуватися 
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Во время закачивания газа из магистрального 
трубопровода в газовое хранилище или его отбора  
в скважине возникают турбулентные процессы, 
возбуждающие интенсивные колебания лифтовой 
колонны. Это приводит к самопроизвольному от-
винчиванию насосно-компрессорных труб, вслед-
ствие чего они выходят из строя, нарушается нор-
мальный режим работы скважины. Установка в 
нижней части колонны виброизолятора позволяет 
существенно уменьшить амплитуды колебаний 
лифтовой колонны. В статье рассматривается 
влияние жёсткости виброизолятора на колебания 
лифтовой колонны и на возникающие в ней крутя-
щие моменты во время эксплуатации скважины 
подземного газохранилища. 

 While pumping gas from the main pipeline into the 
gas storage and vice versa, turbulent processes appear 
in the well that quite often results in considerable vibra-
tions of the lover part of the column of the tubing string. 
Because of this, the column screw thread halving is 
weakened; lower pipes sometimes unscrew and fall into 
the well. It substantially violates the normal operating 
mode of the gas storage and negatively affects its pro-
ductivity. If the lower end of the column is not fastened 
then it takes the dominant role in the vibration proc-
esses. Fixing the lower part of the column by means of 
spacing devices substantially enables decreasing the 
amplitude of the tubing string and improving the condi-
tions of the screw thread halving. 
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у поперечних напрямах лише на величину зазо-
ру між насосно-компресорними і обсадними 
трубами. Цілком очевидно, що характер як ста-
тичної, так і динамічної взаємодії колони зі сті-
нкою свердловини суттєво залежать від форми 
осі свердловини. 

Для побудови скінченно-елементної моделі 
опущеної у свердловину ліфтової колони роз-
биваємо стержень на n ділянок довжинами l1, l2, 
…, ln (рис. 1), а його розподілену масу заміню-
ємо зосередженими у вузлах масами 

1 1
1 ( )
2i i i i im Al A l    ( 1, 2, ..., 1)i  n  ; 

1
2n n nm A l  ,                        (1) 

де ρ – густина матеріалу; Ai, li (i=1, 2, …, n) – 
площі поперечних перерізів і довжини ділянок. 

Рух колони насосно-компресорних труб 
розглядаємо в декартовій системі координат x, 
y, z (рис. 1), вісь х якої направлена вертикально 
вниз, а початок координат О збігається зі спі-
льним центром верхніх крайніх поперечних 
перерізів колони і свердловини. Рівняння ви-
кривленої осі свердловини задаємо у вигляді 

0 ( )y y x ;   0 ( )z z x    (0 )x l  ,        (2) 
де l – глибина занурення колони у свердловину. 
 

 
Рисунок 1 — Дискретна модель колони 

насосно-компресорних труб 
 
Розглянемо взаємодію у площині xOy двох 

сусідніх ділянок колони з вузлом, який їх спо-
лучає (рис. 2), позначивши переміщення вузла з 
порядковим номером i (i=1, 2, …, n) в напрямі 
осі y як yi; кут повороту цього вузла в напрямі 
руху стрілки годинника – як φі; проекцію на 
вісь у реакції стінки свердловини на даний ву-
зол – як Ryi; поперечні сили і згинальні моменти 
на кінцях ділянки (скінченного елемента) з по-
рядковим номером і – як Q1i, M1i, Q2i, M2i. 

 

 

 
Рисунок 2 — Сили, що діють на скінченні 
елементи колони та на з’єднувальні вузли 

 
Згідно з технічною теорією згину та з ура-

хуванням рівності нулю поступального і обер-
тального переміщень защемленого верхнього 
кінця колони записуємо вирази внутрішніх сил, 
що передаються на вузли колони, 
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де: Е – модуль Юнга матеріалу насосно-
компресорних труб; ν0 – модуль затухання; Іi 
(і=1, 2, …, n) – осьовий момент поперечного 
перерізу ділянки труби; vi та ηі (і=1, 2, …, n) – 
швидкості поступального і обертального руху 
вузлів. 

Застосовуючи принцип Даламбера, запису-
ємо рівняння поступального руху вузлів в на-
прямі осі у: 

2

2 1, 12 0i
i i i yi

d ym Q Q R
dt      

( 1, 2, ..., 1)i n  ; 
2

22
n

n n yn yn
d ym Q R P
dt

   ,               (6) 

де Pyn – проекція динамічного навантаження 
нижнього кінця колони на вісь у. 

З урахуванням співвідношень (3)–(6) 
отримуємо: 
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               

  (12) 

( 2, 3, ..., 1)i n  ; 

1
2 26 nn n

nn n

yI IE
yl l
   

         
 

122 nn n

nn n

I IE
l l

   
       

 

1
0 2 26 nn n

nn n

vI I
vl l
   

          
 

1
0

22 0nn n

nn n

I I
l l

   
        

.       (13) 

Об’єднаємо залежності (7)–(9) в єдину ма-
тричну рівність 

2

2 y y y y
d YM C Y C N V N R P
dt          , (14) 

де Y і Φ – матриці-колонки невідомих перемі-
щень, 

1 2col( , , ..., )nY y y y , 

1 2col( , , ..., )n     ; 
V, Η – матриці-колонки швидкостей поступаль-
ного і обертального руху вузлів, 
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1 2col( , , ..., )nV v v v , 

1 2col( , , ..., )n     ; 
М – діагональна матриця інерційних кое-
фіцієнтів, що визначаються за формулами (1), 

1 2diag( , , ..., )nM m m m ; 
Сy, Cφ – квадратні матриці коефіцієнтів жорст-
кості, які з урахуванням позначень αi=Ii/li

3, 
βi=Ii/li

2 подаємо у вигляді 
1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
1 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0

y

i i i i

n n

C E 

 

   
     
    
 

  
    
 
 
    

, 

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
6 ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0

i i i i

n n

C E 

 

   
     
    
 

  
    
 
 
    

; 

Ny, Nφ – квадратні матриці коефіцієнтів дисипа-
ції, 

0
y yN C

E


 ,    0N C
E 


 ;           (15) 

Ry i Py – матриці-колонки проекцій реакцій сті-
нки свердловини і проекцій навантажень на 
вісь у, 

1 2col( , , ..., )y y y ynR R R R , 
col(0, 0, ..., )y ynP P . 

Аналогічно об’єднуємо залежності (11)–
(13): 

0y yD Y D K V K       ,        (16) 
де Dy i Dφ – квадратні матриці коефіцієнтів жо-
рсткості, які з урахуванням позначень βi=Ii/li

2 і 
δi=Ii/li записуємо як 

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
6 ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0

y

i i i i

n n

D E  

 

   
     
    
 

  
    
 
 
    

, 

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

1 1

2 2 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

0 2 2 0 0 0
2 ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 2 2 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 2

y

i i i i

n n

D E 

 

    
      
     
 

  
     
 
 
    

; 

Ky, Kφ – квадратні матриці коефіцієнтів дисипа-
ції, 

0
y yK D

E


 ;      0K D
E 


 .      (17) 

По аналогії з рівностями (14) і (16) запису-
ємо рівняння поступального руху вузлів у на-
прямі осі z та рівняння рівності згинальних мо-
ментів у площині xOz: 

2

2 z z z z
d ZM C Z C N W N R P
dt          ; (18) 

0z zD Z D K W K       ,            (19) 
де Z i Ψ – матриці-колонки переміщень вузлів у 
напрямі осі z і кутів повороту вузлів у площині 
xOz, сформовані аналогічно матрицям-
колонкам Y та Φ, 

1 2col( , , ..., )nZ z z z ,  

1 2col( , , ..., )n     ; 
W, Θ – матриці-колонки швидкостей поступа-
льного і обертального руху вузлів, сформовані 
по аналогії з матрицями-колонками V й Η, 

 n21 ,...,,col wwwW  , 
 n21 ,...,,col  ; 

Cz, Cψ, Dz, Dψ – квадратні матриці коефіцієнтів 
жорсткості, причому,  

z yC C , C C  , z yD D , D D  ;  
Nz, Nψ, Kz, Kψ – квадратні матриці коефіцієнтів 
дисипації, 

z yN N , N N  , z yK K , K K  ; 
Rz i Pz – матриці-колонки проекцій на вісь z ре-
акцій стінки свердловини і проекцій наванта-
жень, побудовані по аналогії з матрицями Ry i 
Py, що фігурують в рівнянні (14). 

За допомогою співвідношень (15), (17) ви-
ключаємо матриці-колонки невідомих Φ та Η з 
матричного рівняння (14) і зводимо одержану 
сукупність звичайних диференціальних рівнянь 
до форми Коші: 

dY V
dt

 ; 

 11 0
y y y y

dV M C D D C Y V R P
dt E


 

         
  

.  (20) 

Аналогічно з рівнянь (17), (18) та (19) оде-
ржуємо 

dZ W
dt
 ; 

 11 0
z z z z

dW M C D D C Z W R P
dt E


 

         
  

.(21) 

Отже, сукупністю рівнянь (20), (21) опи-
суються поперечні коливання колони у двох 
взаємно перпендикулярних площинах. 

Рівняння обертального руху вузлів механі-
чної системи ліфтової колони (рис. 1) навколо 
їхніх центральних вертикальних осей запишемо 
у вигляді 

2

12 0i
i i i i
dJ T T R
dt  


           (i=1, 2, …, n-1);  

2

2
u

n n u n
dJ T R M
dt 


   ,   (22) 
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де Ji (i=1, 2, …, n) – моменти інерції вузлів від-
носно вертикальних осей, що проходять через 
центри мас; γi – координати обертального руху 
вузлів; Ti – крутні моменти, що виникають у 
поперечних перерізах ділянок (скінченних еле-
ментів) колони; Rγi – моменти сил взаємодії ву-
злів ліфтової колони зі стінкою свердловини; 
Mn – обертальне навантаження нижнього кінця 
колони.  

Моменти інерції вузлів Ji обчислюємо за 
формулами 

, 1 1
1 ( )
2i pi i p i iJ I l I l    ( 1, 2, ..., 1)i  n  ; 

1
2n pn nJ I l  ,                      (23) 

де ρ – густина матеріалу; Ipi (i=1, 2, …, n) – по-
лярні моменти інерції поперечних перерізів ді-
лянок колони. 

Крутні моменти Ti визначаємо у вигляді 
1 0 1

1 1 1
1 1

p pGI I
T

l l
    ; 

0
1 1( ) ( )pi pi

i i i i i
i i

GI I
T

l l


 


        

(i=2, 3, …, n),         (24) 
де G – модуль пружності матеріалу другого ро-
ду; νγ0 – модуль дисипації зсуву; 
ωi (i=1, 2, …, n) – кутові швидкості вузлів. 

Підставляючи вирази (24) до рівностей 
(22), одержуємо 

2
1 21

1 1 1 22
1 2

( )p pGI GIdJ
dt l l

        

0 1 0 2
1 1 2 1

1 2

( ) 0p pI I
R

l l
 



 
       ; 

2
1

1 12
1

( ) ( )pi pii
i i i i i

i i

GI GIdJ
dt l l


 




          

0 0 1
1 1

1

( ) ( ) 0pi pi
i i i i i

i i

I I
R

l l
  

  


 
        , 

(i=2, 3, …, n-1); 
2

12 ( )pnn
n n n

n

GIdJ
dt l 


      

0
1( )pn

n n n n
n

I
R M

l


  


     .           (25) 

Об’єднуємо співвідношення (25) в одну 
матричну рівність і записуємо рівняння оберта-
льного руху вузлів колони у формі Коші 

d
dt

 , 

1( )d J C N R M
dt


   


       , (26) 

де Г і Ω – матриці-колонки кутових переміщень 
і кутових швидкостей вузлів, 

1 2col( , , ..., )n        , 

1 2col( , , ..., )n        ; 

J – діагональна матриця моментів інерції вуз-
лів, 

1 2diag( , , ..., )nJ J  J   J ; 
Cγ, Nγ – квадратні матриці коефіцієнтів жорст-
кості і коефіцієнтів дисипації, які з урахуван-
ням позначень κi=Ipi/li подаємо у вигляді 

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0

i i i i

n n

C G

 

    
      
     
 

  
      
 
    

, 

0N C
G


 


 ; 

Rγ та Mγ – матриці-колонки обертальних реак-
цій стінки свердловини і обертальних наванта-
жень вузлів, 

1 2col( , , ..., )nR R  R   R    , 
col(0, 0, ..., )nM    M  . 

Для визначення сил взаємодії ліфтової ко-
лони з обсадною колоною розглянемо попере-
чний переріз свердловини, зроблений навпроти 
i-го вузла ліфтової колони (рис. 3). Внутрішній 
радіус обсадної колони позначаємо як r0, а зов-
нішній радіус ліфтової колони – як r. У системі 
y, z координати центрів поперечних перерізів 
обсадної і ліфтової колон відповідно станов-
лять y0i, z0i; yi, zi. Взаємне зміщення центрів до-
рівнює 

   2 2
0 0i i i i iy y z z     ,      (27) 

а проекції зміщення на координатні осі – yi-y0i 
та zi-z0i. 

  
Рисунок 3 — Швидкості поступального 

і обертального руху поперечного перерізу 
насосно-компресорної труби і сили 

її взаємодії з обсадною колоною 
 
Ліфтова колона дотикається до обсадної 

колони за умови, коли 
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0i   ,                 (28) 
де ε0=r0-r – зазор між насосно-компресорними і 
обсадними трубами. 

Проекції швидкості руху центра вузла ліф-
тової колони на осі y, z становлять vi та wi, а її 
модуль – ui. Кути нахилу лінії центрів попере-
чних перерізів колон і вектора швидкості попе-
речного перерізу насосно-компресорної труби 
до осі y (рис. 3) визначаємо як 

0

0

arctg i i
i

i i

z z
y y


 


;  arctg i
i

i

w
v

  .        (29) 

Нормальну реакцію стінки свердловини 
знаходимо за співвідношеннями 

 0ni yz i yz iF c u      ,     якщо  0i   ; 
0niF  ,     якщо     0i   ,             (30) 

де cyz та νyz – жорсткість і коефіцієнт дисипації 
зони контакту вузла ліфтової колони з обсад-
ною колоною. 

Складові реакції Fni за координатними 
осями y, z визначаються за формулами 

cosnyi ni iF F  ;     sinnzi ni iF F  .      (31) 
За наявності контакту між зовнішньою по-

верхнею насосно-компресорної труби і внутрі-
шньою поверхнею обсадної труби, тобто, коли 
εi>ε0 швидкість взаємного проковзування цих 
поверхонь 

   0sinti i i i i iu u r         ,      (32) 
де ωi – кутова швидкість обертального руху  i-
го вузла навколо його центральної вертикальної 
осі. 

Сила тертя, що діє на вузол ліфтової колони, 
 signfi ni tiF f  F u ,     якщо  0tiu  ; 

0

i
fi

i

M
F

r
 

   
, 

якщо  0tiu  ,      abs i niM rfF  ; 

 signfi ni iF f  F M   , 

якщо  0tiu  ,      abs i niM rfF  ,  (33) 
де MΣγi – сумарний обертальний момент, що діє 
на вузол ліфтової колони, за винятком реактив-
ного моменту, 

2

12
i

i i i i
dM J T T
dt 


         1, 2, ..., 1i    n  ; 

2

2
n

n n n
dM J T
dt


  ,  (34) 

причому, крутні моменти Ті (і=1, 2, …, п) ви-
значаються за формулами (24). 

Складові реакції i-го вузла, обумовленої 
тертям, за осями y, z будуть: 

sinyfi fi iF F   ;     coszfi fi iF F  .      (35) 
Реактивний момент, що діє на i-й вузол лі-

фтової колони навколо вертикальної централь-
ної осі, знаходимо у вигляді 

 0i fi iR F r      .                (36) 

З урахуванням залежностей (31), (35) запи-
суємо складові сумарних реакцій, що діють на 
вузли ліфтової колони 

cos sinyi ni i fi iR F F    , 
sin coszi ni i fi iR F F    ,   якщо  0i   ; 

0yiR  ;   0ziR  ,    якщо   0i   .     (37) 
Величини Fni, Ffi, що входять до залежнос-

тей (36), (37), обчислюємо на кожному кроці 
числового інтегрування рівнянь (20), (21), (26) з 
урахуванням залежностей (27)–(28), (32)–(34). 

 
3. Результати розрахунків і висновки 

 
Для дослідження особливостей коливаль-

них явищ, що відбуваються у ліфтових колонах 
під час експлуатації свердловин підземного 
сховища газу, а також для встановлення мож-
ливості зниження шкідливого впливу вібрацій 
на умови роботи муфтових з’єднань проведено 
аналіз згаданих динамічних процесів. 

З’ясовано, що власні частоти ліфтової ко-
лони утворюють густий частотний спектр, в 
результаті чого існує висока ймовірність вини-
кнення резонансних явищ. 

Основною причиною погіршення умов ро-
боти муфтових з’єднань можна вважати згинні 
коливання колони, оскільки в реальних умовах 
динамічних навантажень амплітуди поперечних 
переміщень її нижнього кінця значно переви-
щують амплітуди поздовжніх переміщень. 

Виявлено, що у насосно-компресорних 
трубах, внаслідок їхньої взаємодії з обсадною 
колоною, виникають періодично змінні крутні 
моменти, які сприяють ослабленню муфтових 
з’єднань. 

В реальному діапазоні частот вимушених 
коливань (від 5 до 100 Гц) основну участь у 
вібраційному процесі бере нижня частина ко-
лони довжиною близько 100 м. Отже, закріп-
лення нижньої частини колони за допомогою 
розпірних пристроїв (віброізоляторів) дає мож-
ливість суттєво зменшити амплітуди вібрацій 
насосно-компресорних труб та звести до міні-
муму дію крутних моментів. 

Із збільшенням жорсткості розпірного при-
строю амплітуди вимушених коливань нижньо-
го кінця колони зменшуються. Значного зни-
ження амплітуд поперечних коливань можна 
досягти, коли жорсткість розпірного пристрою 
становить 105 … 106 Н/м. За рахунок забезпе-
чення працездатності ліфтових колон суттєво 
підвищується ефективність роботи свердловин 
підземних сховищ газу. 
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Вантажопідйомні крани різних типів, мо-
дифікацій і вантажоспроможності широко ви-
користовуються в багатьох галузях народного 
господарства, в тому числі в нафтогазовій галу-
зі та паливно-енергетичному комплексі. Склад-
ні умови експлуатації механічних систем під-
йому вантажу і механізмів їхнього спуску по-
требують удосконалення існуючих інженерних 
методів розрахунку подібних систем і підви-
щення їхньої точності. В даній статті ця про-
блема вирішується через моделювання динамі-
чних характеристик таких систем і оптимізацію 
їхніх режимів роботи. 

У межах припущень й позначень роботи 
[3] спрощена динамічна модель механізму під-
йому вантажопідйомного крана (рис. 1) зво-
диться до наступного. Маси ротора двигуна, 
гальмівного шківа, зубчастих коліс, барабана і 
вантажу зводяться до гілок канату. На рис. 1 
прийняті такі позначення: П1m  – приведена ма-
са вантажу до гілок канату; П2П1, FF  – приве-
дені до канату сили від дії відповідно рушій-
ного моменту на валу двигуна й ваги вантажу; 
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ПC  – приведена жорсткість гілок канату; 

21 X,X  – координати центрів мас відповідно 
П1m  і П2m . 
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Рисунок 1 – Спрощена динамічна модель  

механізму підйому вантажопідйомного крана 
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Получены обобщенные динамические критерии 
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 The generalized dynamical criteria of the optimal 
regimes for the putting on of the (hoisting) cranes load-
ing mechanisms are discussed and obtained. One may 
use for these purposes the precise models of such sys-
tem. 

 
 


