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Вступ 
 
Для надійного тривалого видобування ене-

ргоносіїв нафтові і газові свердловини кріплять 
сталевими обсадними трубами з метою захисту 
їх стінок від руйнування, ізоляції шарів різних 
гірських порід з різними пластовими тисками 
від перетікання надрових флюїдів, для ство-
рення герметичного і довговічного каналу, 

який з’єднує устя свердловини з продуктивною 
привибійною зоною на великих глибинах. 

 
Аналіз сучасних технологій  
кріплення свердловин 

 
Сучасні технології похило скерованого та 

горизонтального буріння дають змогу досягати 
продуктивних пластів на глибині 4-7 км при 
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Нерозрізна обсадна колона повторює форму просторово викривленої свердловини та знаходиться у 
такому напруженому стані, як довгий пружний стержень, який отримав великі нелінійні деформації. Для 
його визначення застосована теорія нелінійно деформованих гнучких стержнів і одержано розв’язки сис-
теми однорідних диференціальних рівнянь, які дозволили розрахувати усі внутрішні силові чинники (сили і 
моменти) у перерізах колони. Це дало змогу провести аналіз напруженого стану колони обсадних труб у 
глибокій свердловині для умов складного навантаження, а саме просторового згину і кручення з одночасною 
дією повздовжньої і поперечних сил. 

Ключові слова: обсадна колона; викривлення свердловини; гнучкий стержень; напружений стан; нелі-
нійні деформації; внутрішні сили і моменти; обсадні труби. 

 
Неразрезная обсадная колонна повторяет форму пространственно искривлённой скважины и нахо-

дится в таком напряженном состоянии, как длинный упругий стержень, который получил большие нели-
нейные деформации. Для его определения применена теория нелинейно деформированных гибких стержней 
и получены решения системы однородных дифференциальных уравнений, которые позволяют рассчитать 
все внутренние силовые факторы (силы и моменты) в сечениях колонны. Это дало возможность провести 
анализ напряженного состояния колонны обсадных труб в глубокой скважине для условий сложного на-
гружения, а именно пространственного изгиба и кручения с одновременным действием продольной и попе-
речных сил. 

Ключевые слова: обсадная колонна; искривленная скважина; гибкий стержень; напряженное состояние; 
нелинейные деформации; внутренние силы и моменты; обсадные трубы. 

 
The continuous casing column follows the shape of the spatially curved borehole and is in a stress state, as a 

long elastic rod, which received large nonlinear deformation. The theory of nonlinear deformable flexible rods has 
been applied to determine it. Also we have obtained by solving a system of homogeneous differential equations that 
allow to calculate all internal force factors (forces and moments) in the column section. This made it possible to 
analyze the stress state of the casing string in a deep well under complex loading – spatial bending and twisting 
under the influence of the longitudinal and shear forces. 

Keywords: casing string; curved well; flexible rod; stress state; nonlinear deformation; internal forces and 
moments; casing pipes. 
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довжині колони труб 7-10 км і більше. Сама 
свердловина має складну, просторово викрив-
лену вісь, а діаметр основної експлуатаційної 
колони складає, зазвичай, лише 140-168 мм при 
товщині стінок труб 10-12 мм.  

Колону труб центрують відносно стінок 
свердловини пристроями, як правило, ліхтарно-
го типу. Їх розміщують на трубах залежно від 
зенітного кута нахилу осі до вертикалі. За стан-
дартом API 10D та методикою фірми "Weather-
ford" (США) при куті до 10о встановлюють 1 
центратор на трубу; при куті від 10о до 20о – 2 
центратори; при куті понад 20о – 3 центратори; 
труби можуть мати довжину у середньому від 9 
до 13 м. Центрування забезпечує співвісність 
колони труб і свердловини та утворення це-
ментного кільця однакової товщини і міцності 
при цементуванні затрубного простору. 

Технологія центрування дозволяє прийня-
ти (у першому наближенні розв’язання задачі), 
що колона обсадних труб повторює форму све-
рдловини. Тому форму колони труб як просто-
рову криву можна описати за результатами ін-
клінометричних досліджень свердловини. При 
цьому вимірюванням з відповідною точністю 
отримують значення зенітного кута ϑ  нахилу 
та азимута Az осі або кута AzDAz −=ψ  азиму-
тального відхилення осі свердловини від дирек-
ційного напрямку буріння DAz. Кути ψϑ i  є 
відповідно кутами нутації і прецесії у системі 
кутів Ейлера-Крилова. Виміри проводять з 
приростом 10 м на кожне вимірювання вздовж 
осі колони. 

Таким чином, чисельним методом можна 
визначити координати осі колони у прямокут-
ній системі Oxyz, де початок координат O роз-
міщений на осі устя свердловини на рівні ден-
ної поверхні, вісь Oz спрямована вертикально 
вниз, вісь Ox – у дирекційному напрямку, вісь 
Oy – перпендикулярно до площини Oxz так, що 
осі утворюють праву систему координат. При 
цьому прирости координат точок осі колони 
визначають за кутами Ейлера-Крилова: 

ψϑ cossin ⋅⋅= dsdx ,   ψϑ sinsin ⋅⋅= dsdy , 

ϑcos⋅= dsdz ,                         (1) 
де   ds – приріст довжини осі колони. 

Послідовно додаючи прирости, визначають 
координати точок осі колони: z – глибину по 
вертикалі; x – відстань від устя по горизонталі у 
дирекційному напрямку; y – горизонтальне від-
хилення від дирекційного напрямку. 

 
Постановка задачі і мета роботи 

 
Колону обсадних труб слід розглядати як 

суцільний нерозрізний пружний стержень вели-
кої довжини (від устя до вибою) та подвійної 
кривизни, який отримав великі деформації вна-
слідок повторення форми свердловини. Зовніш-
ні просторові деформації трубної колони є ве-
ликими і нелінійними, тому їх не можна описа-
ти лінійними рівняннями опору матеріалів, які 
традиційно використовують для визначення 
прогинів нерозрізних балок. При цьому внут-
рішні пружні деформації у стінках труб зали-

шаються у межах пропорційності і закону Гука. 
Вихід за ці межі призведе до пластичного зми-
нання труб та аварійного пошкодження колони. 

У роботах [1-6] описані методики 
розв’язку задач визначення нелінійних дефор-
мацій довгого гнучкого стержня у випадках, 
коли його просторова форма утворена дією зо-
внішніх силових чинників і внутрішніх пруж-
них сил та є невідомою. Розв’язання поставле-
ної тут задачі теж ґрунтується на диференціа-
льних рівняннях [2-6], які описують напруже-
ний стан довгого гнучкого стержня. Проте по-
становка задачі, яка відповідає технології кріп-
лення нафтових і газових свердловин обсадни-
ми колонами, передбачає відомою просторову 
геометрію пружного стержня; і це зменшує кі-
лькість невідомих параметрів, які потрібно ви-
значати. 

Отже, мета роботи – визначити внутрішні 
силові чинники (сили і моменти), які визнача-
ють напружено-деформований стан, міцність і 
герметичність довгої, просторово орієнтованої 
колони труб, форма якої задана за результатами 
інклінометричних досліджень свердловини. 

 
Вихідна система  

диференціальних рівнянь 
 
Просторову вісь довгого пружного стерж-

ня подвійної кривизни описують наступні гео-
метричні параметри (вісь проходить через 
центри ваги перпендикулярних до неї попере-
чних перерізів): 

– натуральний тригранник осей (t, n, b), де 
вісь t направлена по дотичній до просторової 
кривої у центрі ваги перерізу у напрямку зрос-
тання s; вісь n – по головній нормалі кривої у 
напрямку центра кривизни; вісь b – по бінорма-
лі так, що осі t, n, b утворюють праву ортогона-
льну систему; його положення характеризує 
зовнішню геометрію осі колони труб як прос-
торової кривої; 

– головний радіус кривизни R (або перша 
кривизна 1/R) і радіус скруту T (або друга кри-
визна 1/T) криволінійної осі; вони задають на-
туральне рівняння просторової кривої: R=R(s), 
T=T(s), та визначаються за формулами [6]: 

222
2

)()()(
1

zyx
R

′′+′′+′′= , 

zyx

zyx

zyx

R
T

′′′′′′′′′
′′′′′′
′′′

⋅= 21 ,                    (2) 

де  '  (штрих) означає диференціювання по s, 
яке можна виконати за формулами (1). 

– головний тригранник осей (u, v, t), де u i v 
– головні центральні осі інерції перерізу; його 
положення характеризує внутрішні пружні де-
формації у стержні; 

– якщо уявити рух головного тригранника 
вздовж криволінійної просторової осі колони з 
одиничною швидкістю (ds=1.dt), то він буде 
обертатися у просторі, а проекції на осі (u, v, t) 
його кутової швидкості обертання будуть від-
повідно [2-6]: 
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R
p

χsin= ,   
R

q
χcos= ,   

ds

d

T
r

χ+= 1 ,        (3) 

де  χ – кут між осями n і u (або між b і v) у по-
перечному перерізі, який теж є функцією від s: 
χ=χ(s) (як додатний відраховується проти го-
динникової стрілки). 

Геометрично параметри p і q є проекціями 
кривизни елемента ds просторової кривої на 
головні площини відповідно (v, t) і (u, t) [3]. 

Диференціальні рівняння рівноваги пруж-
ного довгого стержня просторової кривизни 
вперше були запропоновані Г. Кірхгофом у 
1859 році [1] та розвинені у подальших робо-
тах, наприклад [2-6]: 

– рівняння рівноваги внутрішніх і зовніш-
ніх сил: 

utvu fQqQrQ −=+−′ , 

vtuv fQpQrQ −=−+′ ,                  (4) 

tvut fQpQqQ −=+−′ , 
де  Qu, Qv, Qt – проекцїі внутрішньої пружної 
сили у перерізі відповідно на осі u, v, t голов-
ного триедра (Qu, Qv – поперечні сили, Qt – по-
здовжня сила);  

fu, fv, ft – проекції розподілених по довжині 
зовнішніх сил на осі u, v, t; 

– рівняння рівноваги внутрішніх і зовніш-
ніх моментів: 

uvtvu mQMqMrM −=+−′ , 

vutuv mQMpMrM −−=−+′ ,            (5) 

tvut mMpMqM −=+−′ , 
де  Mu, Mv, Mt – проекцїі внутрішнього пруж-
ного момента у перерізі відповідно на осі u, v, t 
(Mu, Mv – згинальні моменти, Mt – крутний  
момент);  

mu, mv, mt – проекції розподілених по  
довжині зовнішніх моментів відповідно на осі 
u, v, t. 

У роботах [2-6] показано зв’язок між внут-
рішніми моментами і жорсткостями стержня. У 
даній статті розглянуто випадок первісно пря-
молінійного, природно незакрученого стержня, 
якими є обсадні труби, згвинчені у колону: 

uu EJpApM == ,     vv EJqBqM == , 

tt GJrCrM == ,                      (6) 
де  A, B – головні жорсткості при згині;  

C – жорсткість при крученні;   
E i G – модуль пружності і модуль зсуву 

матеріалу стержня;  
Ju, Jv – головні моменти інерції площі по-

перечного перерізу;   
Jt – зведений момент інерції при крученні. 
Підставляючи співвідношення (6) у систе-

му рівнянь (5), з них виключають моменти та 
приводять до вигляду [2-6]: 

uv mQrqCBpA −=−−′ )( , 

vu mQrpCAqB −−=−+′ )( ,             (7) 

tmqpBArC −=−−′ )( . 
Спуск обсадної колони у свердловину та її 

цементування не супроводжується дією зовніш-

ніх розподілених моментів, тому у нас вони від-
сутні: 0=== tvu mmm . 

Обсадні труби мають круглий переріз, то-
му його осьові моменти інерції однакові, а жор-
сткість при крученні визначається полярним 
моментом інерції: 

EJBA == ,   )1(2 µ+=⋅= BJGC ,    (8) 
де  використано зв’язок між модулями пруж-
ності: )1(2 µ+= GE ;  

µ – коефіцієнт Пуассона для матеріалу сте-
ржня. Результат (9) узгоджується з висновком 
Є. Ніколаї [2]. 

Система (3), (4), (7) складається з 9 рів-
нянь, які містять 9 невідомих параметрів R, T, χ 
(або p, q, r), Qu, Qv, Qt, Mu, Mv, Mt . Оскільки ра-
діуси R і T першої і другої кривизн просторової 
осі нам відомі згідно з (2), то ми маємо 7 рів-
нянь для визначення 7 невідомих, що є достат-
нім для розв’язання системи. 

 
Визначення внутрішніх  

поперечних сил 
 
Уведемо такі коефіцієнти: 

)1(10 µ+=m ,   )1(1 01 µµ +=−= mm , 

)1()21(112 µµ ++=+= mm ,            (9) 

BmC 0= ,   BmCACB 1=−=− . 
Застосуємо коефіцієнти (9) у рівняннях (7) 

і отримаємо систему: 
qrBmpBQv 1−′= , 

prBmqBQu 1−′−= ,                 (10) 

00 =′rBm . 
Із третього рівняння (10) робимо висновок, 

що при просторовому деформуванні круглого 
пружного стержня при відсутності зовнішніх 
розподілених моментів його параметр кручення 
r (3) залишається постійним вздовж ділянки: 

constTr =′+= − χ1 .                  (11) 
Отже, отримано вирази (10) внутрішніх по-

перечних сил у перерізі стержня, які залежать 
від згинальної жорсткості стержня та парамет-
рів кривизни його просторової пружної осі. 

Знайдемо похідні поперечних сил, врахо-
вуючи властивість r (11): 

qrBmpBQv ′−′′=′ 1 , 

prBmqBQu ′−′′−=′ 1 .                (12) 
Тепер вирази сил (10) та їх похідних (12) 

можна підставити у систему (4) і отримати сис-
тему неоднорідних диференціальних рівнянь 
першого порядку, праві частини яких містять 
складові розподілених зовнішніх сил. 

 
Визначення внутрішньої  
повздовжньої сили 

 
Спочатку розглянемо випадок, коли 

0=== tvu fff .                     (13) 
Це приводить систему (4) до системи одно-

рідних диференціальних рівнянь першого по-
рядку. Цей випадок відсутності зовнішніх роз-
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поділених сил проаналізував Є.Ніколаі [2]. При 
цьому на кожний з двох кінців стержня (чи ді-
лянки стержня) діють лише довільно направле-
ні у просторі сила і момент, які разом з пружни-
ми силами стержня перебувають у рівновазі. 

Підставимо вирази (10) і (12) у третє рів-
няння (4) і отримаємо: 

0)( 22
2
1 =′++′ pqBQt .                 (14) 

Квадрат кривизни просторової осі: 

22
2

2

2

2

2

sincos1
pq

RRR
+=+= χχ .          (15) 

З іншого боку, згідно із (6): 

2

2

2

22

2

2

2

2
22

2

1

B

M

B

MM

A

M

B

M
pq

R
vuvu =+=+=+= ,(16) 

де  22
vu MMM +=  – повний згинальний мо-

мент у перерізі стержня. 
Інтегруємо (14) по s на проміжку від 0 до s 

і отримаємо вираз сили Qt : 

( ) 0
2

1

2

1
1

1
2
0

2
0

0

2
2
1

0

=−+−=′+′ ∫∫ RRB

Q

B

Q
dRdQ

B
tt

ss

t ξξ , 

2
2
1

0
22

02
1

0 )( −−− −=−+= RBcRRBQQ tt ,   (17) 
де  індексом 0 позначені початкові параметри 
у перерізі s = 0 : 

BMQRBQc tt
2
02

1
0

2
02

1
00 +=+= − . 

Таким чином, знайдено вираз (17) внутріш-
ньої поздовжньої сили Qt, яка залежить від кри-
визни і згинальної жорсткості стержня та від 
початкових параметрів Qt0 і M0 при умові від-
сутності зовнішніх розподілених сил. 

При розв’язанні задачі просторового ви-
кривлення колони обсадних труб у свердловині 
для визначення сталої інтегрування с0 треба за 
початковий переріз першої ділянки взяти рівень 
колони, де починається набір зенітного кута (за 
даними інклінометрії). Тут початкові парамет-
ри відомі: повздовжня сила дорівнює виміряно-
му зусиллю на гаку бурової установки мінус ва-
га колони від устя до початкового рівня, а кри-
визна та згинальний момент ще дорівнюють 0. 

Аналіз результату (17) для випадку відсут-
ності розподілених сил показує: 

– якщо кривизна збільшується (стержень 
більше загинається), то поздовжня сила змен-
шується (це не завжди ділянка набору зенітного 
кута); 

– якщо кривизна зменшується (стержень 
більше розгинається, переходить у більш пря-
молінійний стан), то повздовжня сила збільшу-
ється; 

– якщо кривизна не змінюється (її радіус 
постійний), то повздовжня сила теж не зміню-
ється. 

 
Визначення параметрів  
кручення стержня 

 
Тепер підставимо вирази (10) і (12) у пер-

ше рівняння (4) і отримаємо: 
02

12 =−−′+′′ BQqqrmprmq t .        (18) 
Підставимо вирази (10) і (12) у друге рів-

няння (4) і отримаємо: 

02
12 =−−′−′′ BQpprmqrmp t .        (19) 

Виключимо Qt з цих рівнянь, помноживши 
(18) на p , (19) на –q і додавши їх: 

)( 22
22

1 ′+=′′−′′ qprmqppq .         (20) 
Перетворимо рівняння (20), застосувавши 

формули (3) і (15): 
)( ′′−′=′′−′′ qppqqppq ; 

R
RRRR

pq ′⋅−′=
′







=′
32

2 sincoscossincos χχχχχχ , 

R
RRRR

qp ′⋅−′−=
′







=′
32

2 cossinsincossin χχχχχχ , 

2−′=′−′ Rqppq χ ,   )( 2 ′′=′′−′′ −Rqppq χ , 

)()( 2
22

12 ′=′′ −− RrmRχ .               (21) 
Застосуємо формули (3) і властивість (11) 

та виразимо параметр r з рівняння (21) через 
першу і другу кривизни (2) таким чином: 

0))(()()( 2
22

12
22

12 =′−′=′−′′ −−− RrmRrmR χχ , 
1

02
1

22
1 −−=−′ Trmrmχ , 

де  згідно з (9): 02
1

22
11 mm =− . Далі отримаємо: 

0))(( 21
02

1 =′− −− RTrm ,   )()( 212
02

1 ′=′ −−− RTRrm , 

)()( 212
02

1 ′=′ −−− RTRrm .             (22) 

Згідно з (8) і (9): EGm =02
1 . Тоді 

)(

)(
2

21

′
′

⋅= −

−−

R

RT

G

E
r .                   (23) 

Щоб розрахувати параметр r (23), дифере-
нціюємо відомі кривизни (2): 

)(2)( 2 zzyyxxR ′′′′′+′′′′′+′′′′′=′− ;        (24) 

IVIVIV zyx

zyx

zyx

RT ′′′′′′
′′′

=′−− )( 21 .            (25) 

де  x IV, y IV, z IV – похідні 4-го порядку від коор-
динат. 

Згідно з (6) і (9):  BMrm t=0 . (26) 
Тому крутний момент теж можна розра-

хувати за допомогою (24) і (25): 

)(

)(
2

2

21

′
′

⋅= −

−−

R

RT
EJM t

.                 (27) 

Отже, знайдено вирази параметра кручення 
r (23) і крутного моменту Mt (27), які можна 
визначити за відомими радіусами кривизн R і T 
при умові (13). 

Із (27) робимо висновок, що внутрішній 
крутний момент Mt виникає відразу, як тільки 
довгий пружний стержень набуває просторової 
форми згину. У випадку згину стержня в одній 
площині крутний момент Mt відсутній (скрут 
1/T=0). Крім того, згідно з властивістю (11) і (6) 
крутний момент Mt залишається постійним на 
ділянці стержня, яка для довгої обсадної коло-
ни є ділянкою між центраторами. 

Знайдемо інтенсивність закручування χ'. 
Згідно з (9) 02 )21( mm µ+= . Тоді з рівнянь (21) 
і (22) отримаємо: 
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))(21()( 212 ′+=′′ −−− RTR µχ .          (28) 
Інтегруємо рівняння (28) на проміжку від 0 

до s і проведемо перетворення, позначаючи ін-
дексом 0 початкові параметри у перерізі s=0 : 









−+=

′
−

′ −−

2
0

1
0

2

1

2
0

0
2

)21(
R

T

R

T

RR
µχχ , 

1
2
0

2
1

02
0

2

0 )21()21( −− +++−′=′ T
R

R
T

R

R µµχχ .  (29) 

Інтегруючи рівняння (29) по s на проміжку 
від 0 до s , отримаємо: 

( ) ∫ ∫+++−′= −
s s

T

d
d

R

R
T

0 0
2
0

2
1

00 )21()21(
ξµξµχχ .(30) 

Знайдемо диференціальний зв’язок між ін-
тенсивністю кручення χ' і крутним моментом Mt, 
застосувавши формули (6) і (9) у рівнянні (21): 

)(
2

21
)( 22 ′⋅⋅+=′′ −− R

J

M

E
R tµχ .            (31) 

Інтегруємо рівняння (31) на проміжку від 0 
до s і проведемо перетворення, позначивши ін-
дексом 0 початкові параметри у перерізі s=0 : 









−+=

′
−

′
2
0

22
0

0
2

11

2

21

RRJ

M

ERR
tµχχ

, 

2
0

2

0 2

21

2

21

R

R

J

M

EJ

M

E
tt 






 +−′++=′ µχµχ .    (32) 

Інтегруючи рівняння (32) по s на проміжку 
від 0 до s , отримаємо: 

∫






 +−′++=
s

tt d
R

R

J

M

E
s

J

M

E 0
2
0

2

0 2

21

2

21 ξµχµχ .(33) 

Таким чином, отримано вирази кута закру-
чування χ та диференціальний зв’язок між ін-
тенсивністю кручення χ' і крутним моментом 
Mt, які виражаються через відомі радіуси кри-
визн R і T при умові (13). 

 
Визначення параметрів  
кривизни стержня 

 
Запишемо рівняння (18) і (19) у систему: 

02
12 =−−′+′′ BQqqrmprmq t , 

02
12 =−−′−′′ BQpprmqrmp t .       (34) 

Здійснимо математичну компресію цих рі-
внянь, для чого друге помножимо на уявну оди-
ницю i та додамо до першого: 

−′+−′′+ )()( 2 piqrmipiq  

0)()( 2
1 =++− piqBQrm t .           (35) 

Введемо функцію piqw += , яка є комп-
лекснозначною функцією дійсного аргумента s. 
Тепер рівняння (35) можна записати так: 

0)( 2
12 =+−′−′′ wBQrmwrmiw t .     (36) 

Розв’язки диференціального рівняння (36) 
шукаємо у вигляді sie λ , тоді похідні розв’язків: 

sisi eie λλ λ=′)( , sisi ee λλ λ2)( −=′′ . Підставивши їх у 
(36), отримаємо характеристичне рівняння: 

0)( 2
12

2 =++− BQrmrm tλλ .           (37) 

Корені цього квадратного рівняння: 

=+−±= )(4 2
1

22
22

1
22

1
12;11 BQrmrmrm tλ  

BQrmrm t4)( 2
02

1
22

1 −±= ,         (38) 
де  згідно з (9) проведені перетворення: 

22
0

2
1

22
2 4 rmrmrm =− . 

Розв’язки рівняння (36) залежать від знаку 
дискримінанта  BQrmD t4)( 2

0 −=  або відповід-
но до (26): 

222 )4(4)( BQBMBQBMD tttt −=−= .(39) 
Випадок 1: D>0 , який згідно з (39) відпові-

дає такій умові: 

tt QBM 42 >    або   ttt MQBM 4> .     (40) 
У цьому випадку рівняння (37) має два 

дійсні корені. Застосуємо наближену формулу 
квадратного кореня: 

*0
0

0
22

0 2

4
4 rrm

rm

BQ
rmBQrm t

t −=−=− ,   (41) 

де  
t

tt

M

Q

rm

BQ
r

22

0
* == . 

Тоді, застосувавши (6) і (9), отримаємо такі 
корені (38): 

ttt MQBMrr 2)1(*11 −+=−= µλ , 

ttt MQBMrrm 2*112 +=+= µλ ,       (42) 
де  за формулами (9) проведені перетворення: 

rrmrm =+ 02
1

22
1 ,   rmrmrm 102

1
22

1 =− . 
Отже, у випадку 1 розв’язок диференціаль-

ного рівняння (36) має вигляд [7]: 
=+++=+= sisi eicceiccipqw 1211 )()( 4321

λλ  

( )+++= )sin()cos()( 111121 sisicc λλ  

( ))sin()cos()( 121243 sisicc λλ +++ , 
де  c1, c2, c3, c4 – сталі інтегрування, дійсні чис-
ла. Розділивши тут дійсну і уявну частини, 
отримаємо такі розв’язки системи диференці-
альних рівнянь (34): 

+−= )sin()cos( 112111 scscq λλ  

)sin()cos( 124123 scsc λλ −+ , 

++= )cos()sin( 112111 scscp λλ            (43) 

)cos()sin( 124123 scsc λλ ++ . 
Для визначення коефіцієнтів ci за початко-

вими параметрами у перерізі s=0 (з індексом 0) 
отримаємо лише два рівняння: 

310 ccq += ;   420 ccp += . 
Ще два рівняння одержимо за значеннями 

q(l) i p(l) у кінцевому перетині стержня при s=l, 
де l – довжина ділянки стержня по осі. Отри-
мані крайові умови можна виразити через зги-
нальні моменти за формулами (6). 

 
Аналіз результатів 

 
Проведемо аналіз розв’язків (42) і (43) за 

умовою (40). 
Крутний момент Mt вважаємо додатнім 

(його знак вказує лише напрям закручування 
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осі стержня – за чи проти годинникової стріл-
ки). Тому можливі випадки: 

– випадок 1а: якщо на ділянках стержня 
сила стискаюча: Qt<0 (від’ємна), то умова (40) 
виконується завжди. Це відбуваєтья при розва-
нтаженні колони труб на вибій, і в цьому випа-
дку її напружений стан описується формулами 
(43); 

– випадок 1б: поздовжня сила розтягуюча: 
Qt > 0 (додатна), але умова (40) виконується там, 
де 2

4
12

02
1 )()( BMrmBQ tt =< . 

Підставимо коефіцієнт поперечних дефор-
мацій µ=0,3 матеріалу обсадних труб (сталь) у 
корені (42): 

)55,1(3,123,111 tttttt MQBMMQBM −=−=λ , 

)9,6(3,023,012 tttttt MQBMMQBM +=+=λ . 
Для випадків 1а і 1б перший корінь завжди 

додатній в силу умови (40): λ11>0 . 
Для випадку 1а (Qt<0) другий корінь буде 

)9,6(3,012 ttt MQBM −=λ , при цьому: 
– якщо ttt MQBM 9,6> , то другий корінь 

теж додатний: λ12>0 ; 
– якщо ttttt MQBMMQ 9,64 << , то дру-

гий корінь від’ємний: λ12<0 ; тому доданки роз-
в’язку (42), які містять )sin( 12sλ , змінюють знак 
на протилежний. 

Для випадку 1б ( BMMQ ttt << 40 ) дру-
гий корінь буде додатнім: λ12>0 . 

Розв’язки системи диференціальних рів-
нянь (34), які отримані при умові (13), визнача-
ють внутрішні згинальні моменти у просторово 
викривленому пружному стержні згідно з (6). 

Згідно із (15) знайдемо квадрат кривизни 
просторової пружної осі, який за (16) пропор-
ційний повному внутрішньому згинальному 
моменту у стержні: 

++=+=− )cos()(2 44231
222 sccccpqR λ  

)sin()(2 43241
2
4

2
3

2
2

2
1 scccccccc λ−+++++ , (44) 

де  ttt MQBMrrm 22 *012114 −=−=−= λλλ . 
Як бачимо, розв’язки (42-44) залежать від 

величин крутного моменту Mt і поздовжньої си-
ли Qt , які діють у перерізах стержня, та їх спів-
відношення. Відповідно до (27) при невелико-
му просторовому викривленні стержня крутний 
момент Mt теж буде невеликим. Тому на ділян-
ках з невеликою силою розтягу BMQ tt

225,0< , 
а головне, на стиснених ділянках стержня (Qt<0) 
згинальні моменти, а отже, і просторова форма 
стержня, згідно з (43-44) описуються лінійною 
комбінацією гармонічних функцій )sin( siλ  і 

)cos( siλ , так само, як і при втраті стійкості сти-
сненою колоною труб. 

Випадок 2: D=0 , який згідно з (39) відпові-
дає умові: 

tt QBM 42 =    або   ttt MQBM 4= . 
Тоді квадратне рівняння (37) має один ко-

рінь кратності 2: 

J

M

E
rm t

2

21
22

1
2 ⋅+== µλ ,              (45) 

а розв’язок диференціального рівняння 
(36) має вигляд [7]: 

=+++=+= sisi
esicceiccipqw 22 )()( 4321

λλ  

( )+++= )sin()cos()( 2221 sisicc λλ  

( ))sin()cos()( 2243 sisiccs λλ +++ . 
Розділивши тут дійсну і уявну частини, 

отримаємо розв’язки системи диференціальних 
рівнянь (34) для випадку D=0 : 

+−= )sin()cos( 2221 scscq λλ  

)sin()cos( 2423 sscssc λλ −+ , 

++= )cos()sin( 2221 scscp λλ             (46) 

)cos()sin( 2423 sscssc λλ ++ . 
За початковими параметрами у перерізі s=0 

(з індексом 0) отримаємо два рівняння для ви-
значення c1 і c2: 

01 qc = ;   02 pc = . 
Для визначення c3 і c4 потрібні ще два рів-

няння за значеннями q(l) i p(l) у кінцевому пе-
ретині стержня при s=l. Одержані крайові умо-
ви можна виразити через згинальні моменти за 
формулами (6). 

Випадок 3: D<0 , який згідно з (39) відпові-
дає такій умові: 

tt QBM 42 <    або   ttt MQBM 4< .     (47) 
Оскільки крутний момент Mt додатній, то 

цей випадок можливий лише на тих ділянках 
стержня, де поздовжня сила розтягуюча: Qt>0. 
Тоді квадратне рівняння (37) має два комплекс-
ні корені: 

42
1

2*02
1

22
1

31 )( λλλ irrmirm +=−+= , 

42
1

2*02
1

22
1

32 )( λλλ irrmirm −=−−= ,    (48) 
де застосовано формули (41): 

)(44 *0
22

0
22

0 rrmiBQrmiBQrm tt −=−=+− . 

У цьому випадку розв’язок диференціаль-
ного рівняння (36) має вигляд [7]: 

=+++=+= sisi
eicceiccipqw 3231 )()( 4321

λλ  

( )+−⋅+= ssiicc 42
1

221 exp)( λλ  

( ) =+⋅++ ssiicc 42
1

243 exp)( λλ  

( ) +⋅++= − sesisicc 42
1

)sin()cos()( 2221
λλλ  

( ) sesisicc 42
1

)sin()cos()( 2243
λλλ ⋅+++  . 

Розділивши тут дійсну і уявну частини, 
отримаємо розв’язки системи диференціальних 
рівнянь (34) для випадку D<0: 

( )+−= − )sin()cos( 2221
42

1

scsceq s λλλ  

( ))sin()cos( 2423
42

1

scsce s λλλ −+ , 

( )++= − )cos()sin( 2221
42

1

scscep s λλλ       (49) 

( ))cos()sin( 2423
42

1

scsce s λλλ ++ . 
Сталі інтегрування ci отримаємо аналогіч-

но до випадку 1. 
Аналіз розв’язків (48-49) за умовою (46) 

показує, що для випадку 3 коефіцієнт λ2 (45) 
завжди додатний: λ2>0 . Для коефіцієнта λ4 (44) 
можливо наступне: 
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– випадок 3а:  
якщо 0 2t t tM B Q M< < , то коефіцієнт 
λ4 додатний: λ4>0 ; 

– випадок 3б:  
якщо 2 4t t t t tQ M M B Q M< < , то він 
від’ємний: λ4<0 , тому знак показника 
степеня експонент у розв’язку (49) стає 
протилежним. 
Розв’язки (49), які згідно з (6) і (16) визна-

чають також і внутрішні згинальні моменти у 
просторово викривленій довгій колоні труб, 
залежать від значень крутного моменту Mt і по-
здовжньої сили Qt, що діють у перерізах коло-
ни, та їх співвідношення. 

Отже, отримано параметри p і q кривизни 
стержня як функції координати s по його дов-
жині, за якими можна розрахувати внутрішні 
силові чинники у будь-якому перерізі колони 
обсадних труб: 

– згинальні моменти Mu і Mv за формулами 
(6); 

– поперечні сили Qu і Qv  за формулами 
(12). 

Знаючи внутрішні сили і моменти, за відо-
мими формулами можна визначити напру-
жений стан колони обсадних труб, а за знайде-
ними напруженнями у стінках труб – спроекту-
вати їх товщину для забезпечення міцності в 
умовах складного навантаження, а саме просто-
рового згину і кручення з одночасною дією по-
здовжньої і поперечних сил. 

 
Висновки 

 
Колона обсадних труб у глибокій просто-

рово викривленій свердловині отримує великі 
деформації внаслідок повторення нею форми 
свердловини. Її напружений стан не можна ви-
значати за традиційними лінійними рівняннями 
опору матеріалів, тому що її великі просторові 
деформацій є нелінійними. Для цього необхід-
но застосувати теорію нелінійних деформацій 
гнучких стержнів. 

За даними інклінометричних досліджень 
свердловини відома просторова форма колони 
труб, що спрощує розв’язання задачі. На основі 
цього отримано розв’язки системи однорідних 
диференціальних рівнянь нелінійної теорії пру-
жних стержнів. Вони дозволяють розрахувати 
усі внутрішні силові чинників (сили і моменти) 
у перерізах колони, а саме: внутрішні поздовж-
ню і поперечні сили, параметри кривизни, які 
визначають згинальні моменти, і параметри 
кручення, які вказують на наявність внутріш-
нього крутного моменту у тілі труби. 

Отримані результати дають змогу визна-
чити напруження у стінках обсадних труб та їх 
муфтових з’єднань та спроектувати їх конст-
рукцію, що дозволяє забезпечити міцність і ге-
рметичність обсадної колони в умовах складно-
го напруженого стану у глибокій, просторово 
орієнтованій свердловині. 
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